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Das Global Positioning System kurz GPS ist ein satellitengestiitztes System
zu Positionsbestimmung. Es nutzt 24 Satelliten auf 6 Orbits. Die nachfolgen-
den Kapitel sollen einen Einblick in das Prinzip der Positionsbestimmung und
die zugrundeliegenden mathematischen Zusammenhéange geben. Detailierte
Angaben zur konkreten Implementierung werden bewusst nicht gemacht.

1 Positionsbestimmung

1.1 Das Grundprinzip

Aufgabe eines GPS-Empfingers ist es, seine unbekannte Position im dreidimensionalen
Raum zu bestimmen. Die Positionsbestimmung basiert dabei auf der Multilateration,
also der Abstandsmessung zu bekannten Referenzstationen, die in Form von Satelliten
gegeben sind (vgl. Abbildung 1). Die Position der GPS-Satelliten sei zu jedem Zeitpunkt
bekannt. Der GPS-Empféanger bestimmt den Abstand zu den von ihm aus sichtbaren
Satelliten durch eine Zeitmessung. Er vergleicht dazu den in den Satellitensignalen ent-
haltenen Zeitstempel mit seiner Uhr und bestimmt daraus die Einwegelaufzeit des Signals
vom Satelliten zum ihm. Aus der gemessenen Laufzeit kann der Abstand direkt iiber die
Ausbreitungsgeschwindigkeit des Signals bestimmt werden. Fiir diese Laufzeitmessung
ist es erforderlich, dass alle beteiligten Satelliten und auch der Empfanger iiber eine
genaue und identische Uhrzeit verfiigen.

In der Praxis ist es nicht moéglich den Empfénger mit einer entsprechend genauen Uhr
auszustatten. Die Uhr im Empféanger weicht also von den Uhren der Satelliten ab. Aus
diesem Grund ist neben dem Ort des Empfangers auch die exakte Uhrzeit am Empfanger
unbekannt. Es existieren also insgesamt vier Unbekannte, die drei Ortskoordinaten x,
1o, 20 sowie die Abweichung der Empfangeruhr von den Uhren in den Satelliten. Die
Abweichung der Empfangeruhr wird in Form eines Fehlers in der Abstandsmessung b,
beriicksichtigt.

Diese vier Unbekannten sollen mithilfe eines linearen Gleichungssystems bestimmt
werden.
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Abb. 1: Entfernungsmessung beim GPS-System, Schematische Darstellung

1.2 Lineares Gleichungssystem zur Positionsbestimmung

Um ein Gleichungssystem fiir die vier Unbekannten aufzustellen nutzt der GPS-Emp-
fanger den Abstand zu vier unterschiedlichen Satelliten. Der vom Empfanger gemessene
Abstand g; zwischen ihm und dem Satelliten i betrigt

0i=di+by=|di| +by=e€;-di+by,=¢€;-(r; —79) +by =€;ri —erog+b, (1)

wobei r; die bekannte Position des i-ten Satelliten und r¢ = [mo 0 ZQ]T die unbe-
kannte Position des Empfangers bezeichnet. Der Vektor e; ist der Richtungsvektor vom
Empfinger zum i-ten Satelliten. Diese gemessene Entfernung stimmt aufgrund der un-
bekannten Abweichung der Empféangeruhr von den Uhren in den Satelliten nicht mit der
echten Entfernung iiberein. Man bezeichnet sie daher auch als Pseudoentfernunyg.
Obiger Ausdruck (1) fiir den Zusammenhang zwischen dem Abstand p; und dem un-
bekannten Ort rg des Empféngers ist nichtlinear. Um ein lineares Gleichungssystem zu
erhalten muss er in einem ersten Schritt um einen Arbeitspunkt linearisiert werden. Als
Arbeitspunkt wahlt man eine Annahme {iber die aktuelle Position des Empfangers so-
wie eine Abweichung der Empfangeruhr (in der Praxis wéhlt man héufig die initiale
Abweichung zu Null). Den linearisierten Abstand kann man wie folgt angegeben.

0i(A) = 0i — ey 0T —ey;- 0y —e,;- 02+ 0by (2)
Setzt man Gleichung (1) in Gleichung (2) ein und trennt die Variablen nach Zustands-

und Beobachtungsgréfien so erhélt man
T
e -rg—by— by +e;- [5.’E oy (SZ] =e€e; 7r;— QZ(A) . (3)
Nutzt man nun die gemessenen Entfernung zu den bereits erwdhnten vier Satelliten,
so kann man das lineare Gleichungssystem zur Positionsbestimmung aufstellen.
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Obiges Gleichungssystem (4) lasst sich auch in Kurzform angeben
G-xz=vy (4

wobei G die geometrische Anordnung des Systems aus Empfanger und Satelliten,  den
unbekannten Zustandsvektor und y den Beobachtungsvektor beschreibt. Unter der Vor-
aussetzung eines idealen Systems kénnte der unbekannte Zustandsvektor & und somit die
unbekannte Position des Empféngers durch einfache Matrixinversion bestimmt werden.

r=(G) "y (5)

Es ist zu beachten, dass es sich hier um die Losung des linearen Gleichungssystems han-
delt, welches durch Linearisierung des uspriinglichen, nichtlinearen Problems um einen
angenommenen Arbeitspunkt entstanden ist. Die Losung aus Gleichung (5) héngt von
der Wahl des Arbeitspunktes ab, und muss nicht genau mit der Lésung des nichtlinearen
Problems iibereinstimmen.

Aus diesem Grund erweitert man den bisherigen Ansatz um eine Iterationsvorschrift
derart, dass die erhaltene Losung aus Gleichung (5) als neuer Arbeitspunkt fiir die Linea-
risierung des urspriinglichen, nichtlinearen Gleichungssystems gewéhlt wird. Das um den
neuen Arbeitspunkt linearisierte Gleichungssystem 16st man nun erneut entsprechend der
Gleichungen (4) und (5) um wiederum einen verbesserten Arbeitspunkt zu erhalten. Die-
ses iterative Vorgehen wiederholt man solange, bis eine bestimmte Abbruchbedingung
erfiillt ist. Als Abbruchbedingung wéhlt man in der Regel den Unterschied zweier aufein-
anderfolgender Losungen. Unterscheiden sich zwei aufeinanderfolgende Lésungen nicht
mehr als ein vorgegebenes Maf}, so betrachtet man das letzte Ergebnis als die wahre
Losung des nichtlinearen Problems.



2 Fehlerbetrachtung

2.1 Beriicksichtigung nichtsystematischer Fehler

FEin reales System enthélt aber auch nichtsystematische Fehler die eine direkte Losung
mittels Matrixinversion verhindern. Zur Beschreibung des realen Systems erweitert man
das Gleichungssystem (4') um einen additiven Fehlerterm v. Da die nichtsystematischen
Fehler untrennbar in den gemessenen Pseudoentfernungen enthalten sind, kann nur ein
moglichst guter Schétzwert & fiir den wahren Wert des Zustandsvektors x gefunden
werden.

v+G x=G-T=y (6)

Den besten Schitzwert erhalt man indem dieses neue Gleichungssystem (6) mithilfe der
Pseudoinversen im Sinne kleinster Fehlerquadrate gelost wird.

"Gty (7)

Fopt = [GTG]

Die in obiger Gleichung (7) genutzte Pseudoinverse kann auch fiir nichtquadratische

Matrizen G bestimmt werden. Somit kénnen zur Positionsbestimmung auch mehr als die

mindestens erforderlichen vier Satelliten benutzt werden, was ein besseres Schétzergebnis
zur Folge hat.

2.2 Positionsfehler

Die in den vorangegangenen Kapiteln 1.2 und 2.1 beschriebene Positionsbestimmung ba-
siert auf der Schatzung des Zustandsvektors &. Die bestmogliche Schatzung ®opt weicht
aber aufgrund der nichtsystematischen Fehler vom wahren Wert des Zustandsvektors x
ab. Eine Beurteilung der Qualitdt der gefundenen Schétzung des Zustandsvektors kann
durch eine statistische Betrachtung des Schétzvorgangs erfolgen.

Der Zusammenhang des optimalen Schatzwertes mit dem wahren Wert léasst sich unter
Verwendung der Gleichungen (6) und (7) wie folgt angeben:

. -1
Fopt = [GTG] G-y
=Wy=W. . (v+G-z)=Wov+WGx (8)
=Wuv+ax

Der Schétzfehler kann nun ganz einfach als Differenz aus dem wahren Wert und dem
optimalen Schatzwert bestimmt werden.

Ax=x—Zopt = — Wv—x=-Whvo (9)

Wie bereits erwahnt erfolgt die Beurteilung der Qualitét mithilfe statistischer Methoden.
Hierfiir bestimmt man ausgehend vom Schétzfehler aus obiger Gleichung (9) die sog.
Kovarianzmatrix des Schétzfehlers.

Cov(Az) =W - E{vv'} - W' . (10)



Da die statistischen Eigenschaften des Fehlerprozesses nicht bekannt sind, miissen zur
Berechnung der Kovarianzmatrix zuséitzlich noch Annahmen tiber die Beschaffenheit
des Fehlerprozesses gemacht werden. Fiir die weiteren Schritte gelte, dass die Fehlerpro-
zesse fiir alle Entfernungsmessungen mittelwertfrei und untereinander unkorreliert sind.
Dariiberhinaus sollen alle Fehlerprozesse die gleiche Varianz o2 besitzen.! Der Erwar-
tungswert in obiger Gleichung (10) vereinfacht sich somit zu

E{vv'} =0 E (11)

und man erhalt fir die Kovarianzmatrix:
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Basierend auf der Kovarianzmatrix wird die Schétzgenauigkeit hédufig mit der sog.
dilution of precision (DOP) beurteilt. Dafir haben sich die nachfolgenden DOP-Werte
eingebiirgert die keine Kenntnis iiber die Varianz o2 erfordern.

GDOP = % . \/ Oza? + 0yy? + 0.2 + ou?  geometric dilution of precision (13a)
PDOP = % . \/Jm2 + oyy? + 0222 position dilution of precision (13b)
HDOP = é A Ozz? 4 Oy horizontal dilution of precision (13c)
VDOP = % V0.2 vertical dilution of precision (13d)
TDOP = % Vo2 time dilution of precision. (13e)

Ist die Schitzvarianz o2 jedoch bekannt, kann auch der jeweilige Positionsfehler absolut
in Metern angeben. Er berechnet sich aus der Multiplikation des jeweiligen DOP-Wertes
mit der Standardabweichung o.

Man kann erkennen, dass die Kovarianzmatrix aus Gleichung (12) nur von der Matrix
G abhéngt. Da die Matrix G lediglich durch die Anordnung der sichtbaren Satelliten
beeinflusst wird kann es vorkommen dass ein und die selbe Position zu unterschiedli-
chen Zeiten unterschiedlich genau bestimmt werden kann. Sind zu einem Zeitpunkt von
der zu bestimmenden Position mehr als nur die vier mindestens erforderlichen Satelli-
ten sichtbar, kann die Genauigkeit der Schétzung durch die Wahl der vier am besten
Positionierten Satelliten verbessert werden.

'Diese Annahmen waren zumindest in Zeiten zutreffend, in denen die Satellitendaten kiinstlich durch
die sog. Selective Availability verschlechtert wurden. [1]
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